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Résumé

~

Une méthode de frontiére est préseniée pour
l'analyse de la vibration libre des problémes de défor-
mation plane simplement raccordés et de formes et
conditions aux limites arbitraires. Le probléme est for-
mulé en fonction d'une série de solutions exactes des
équations différentielles résultantes en coordonnées
polaires. Les conditions aux limites sont satisfaites en
un nombre de points distincts répartis sur la frontiére.
Des résultats sont obtenus pour un barrage en lerre
dont la base est supposée parfaitement encastrée dans
un sol rigide et sont comparés avec des solutions obte-
nues par la méthode des éléments finis. Les comparai-
sons montrent que la méthode de frontiére donne
d'excellents résultals.

Mots clés : déformation plane - vibration libre -

\ méthode de frontiére. )

1 INTRODUCTION

Dans cet article, I'analyse de la vibration libre des pro-
blemes de déformation plane est formulée en fonction
d'une série de solutions exactes des équations différentiel-
les résultantes en coordonnées polaires. Pour la simplicité,
les conditions aux limites sont satisfaites en des points
distincts uniformément répartis sur la frontiere. Un syste-
me d'équations homogenes est assemblé en considérant la
contribution des points choisis aux conditions aux limites.
Le procédé de solution est de chercher les zéros du déter-
minant d'une matrice dont les coefficients sont fonctions
de la fréquence. Cette méthode était appliquée par Hou-
mat ¢t Hutchinson [1] au probléme de vibration libre des
corps de révolution.

Les résultats sont comparés avec des solutions obte-
nues par la méthode des éléments finis. L'analyse par é1é-
ments finis utilise un élément triangulaire isoparamétrique
quadratique.
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2 FORMULATION

Dans cette analyse tous les symboles sont sans dimen-
sion, Les déplacements : radial u et circonférenciel v, la
coordonnée r, et les dimensions globales sont rendus sans
dimension en les divisant par une dimension h choisie
arbitrairement. Les contraintes sont rendues sans dimen-
sion en les divisant par le module de cisaillement. La fré-
quence o est rendue sans dimension en la multipliant par
h et en la divisant par la vitesse d'onde de cisaillement.
Les nombres d'onde o et 3 sont rendus sans dimension en
les multipliant par h. La dépendance du temps est suppri-
mée en supposant que les déplacements varient sinusoida-
lement avec le temps. .

Le probléme est formulé en fonction d'une série de
solutions exactes des équations différentielles résultantes
en coordonnées polaires. Les formes de ces solutions sont
données dans le Tableau 1. Elles sont exprimées en fonc-
tion des fonctions de Bessel du premier genre J.

Deux conditions aux limites en un point P sur la fron-
tiére peuvent étre spécifiées comme suit :

T, = 0

(0]
2

ou
ou

Typel :u

0
Type Il : w 0

T, et T, sont les composantes du vecteur de traction T' au
point P le long des directions : radiale r et circonféren-
cielle O respectivement, et sont données par :

©)
4)

T,=0,c08¢Q+1T4 sin @
Ty =1T4C0s @+ CTg Sin @

¢ est l'angle entre r le vecteur unitaire normal & la fron-
tiere au point P et l'axe r.

Dans ce qui suit, les conditions aux limites sont appro-
chées en utilisant la Méthode de Fronticre (M.F).
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2.2 Procédé de solution

Forme 1 Forme 2
P = Lym {"’i"("o)] En satisfaisant les conditions aux limites en un
. cos(n6) J </coa(a0) nombre de points distincts répartis sur la frontidre,
contild deux équations homogenes de types I et II peuvent
L0 {::f":ﬂ) RTINS ] gtre écrites pour chaque point choisi. Un sysitme
§ e d'équations homogtnes est obtenu. Ces Equations
—— sont comme suit :
| CKe?1, (804282 1% (B0) -f-m:_'m)-‘?rn (nrn[ oo ] - -
o -
i ElA +H B, =0 12)
n & "
[co;(nﬂ) ] ou m prend les deux valeurs suivantes :
(ko100 2 81,0 221,00 | 2 oy pg e L, o) { nela (a0) } Type I: m = 1 (pour u = 0)
- P : T Lo | | 0w m=3(pour T,=0) (3)
n
[co.(..m] Type Il : m =2 (pour v =0)
ou m =4 (pour Ty=0) (14)

2 5y vE.d cos(10) ]
< 18], @) -~ J (&
"Hi ) r i - nsin(n 0)

o

2
B, @0 - L 1 () + 23, ()
r r

cos(n@)
sin (n0)
n

11 y a deux équations pour chaque point choisi. Le
nombre d'inconnus est égalé au nombre d'équations
en choisissant un nombre approprié de termes NT. La

Tableau 1 : Solutions des équations différentielles de déforma-

tion plane en coordonnées polaires. J, indique la
fonction de Bessel du premier genre. Les primes

la dilférentiation

indiquent
l'argument.

2T
1-v

par

2.1 Méthode de Frontiére (M. F.)

Dans cette méthode, les conditions aux limites sont
exactement satisfaites en un nombre de points répartis
sur la frontidre. Les expressions de u, v, T, et Ty en
fonction des coordonnées r et 0, du cocfficient de Pois-
son v ct de la fréquence o sont les suivantes :

u=E! A, +H!B,

©)
v=EZA, +HB, 6)
T,=E; A, + H B, @)
To=E; A, + Hy B, ®)

Les coefficients E sont formés a partir de la forme 1

du Tableau 1, alors que les coefficients H sont formés a
partir de la forme 2. A et B sont des constantes ind¢ter-
minées. L'indice de sommation n est comme suit :
n=0,1,2,3..,,NT ©

Les nombres d'onde o ct B sont exprimés en fonction

de la fréquence o et du coefficient de Poisson v comme

suit : 5
o?= V)™ (10)
2(1v)
B*= 0’ an
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forme finale peut étre exprimée comme suit :

[Matrice carrée] {Inconnues} = [0} (15)

Le nombre de points NP et l'ordre M de la matrice
carrée sont comme suit:
NP = NT (16)
M = 2NT

Les cocfficients de la matrice carrée dans I'équation
(15) sont fonction de la fréquence @ ct du coefficient de
Poisson v. Les fréquences sont, donc, détcrminées en
choisissant une valcur appropriée de v et en cherchant la
fréquence @ qui annule le déterminant de la matrice car-
rée. Aprés la détermination de la fréquence o, le déplace-
ment modal correspondant est déterminé en résolvant le
systéme d'équations (15) pour les coefficients A et B et
en remplagant ces coefficients dans les cxpressions des
déplacements u et v dans les équations (5) et (6).

3 RESULTATS

La figure 1 montre la forme et les dimensions du pro-
bléme analysé. C'est un barrage en terre dont la base est
supposée encastrée dans un sol rigide. La valcur du coef-
ficient de Poisson v est égale a 0,45.

Les résultats de la Méthode de Frontitre (M.F) sont
comparés avec des solutions obtenucs par la Méthode des
Eléments Finis (M.E.F) utilisant un élément triangulaire
isoparamétrique quadratique. Des résultats pour deux
nombres de points différents sont obtenus. A cause de la
symétrie, les points sont répartis sur la moitié¢ de la fron-
tidre, comme le montre la figure 1. Par conséquent, Ics
modes appelés "pairs” et ceux appelés "impairs" sont
obtenus séparement. Dans les modes "pairs” le déplace-
ment radial u est une fonction paire de 6, alors que dans
les modes "impairs" u est une fonction impairc de 6.
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Points distincts

135

¥

M.F M.E.F
NP=20 | NP=24 | NE=50
1 3.758 3.753 3.761
2 | 6.064 6.063 6.158
3 6.745 6.736 6.860

Tableau 3 : Trois premitres fréquences "impaires”
obtenues par la MF et la M.E.F.

Figure 1 : Coordonnées et dimensions du barrage.

Dans les tableaux, NP indique le nombre de points utilisés
dans la M.F et NE indique le nombre d'éléments finis uti-
lis¢ dans la M.EF Les trois premidres fréquences "paires"
et "impaires” sont déterminécs.

Les Tablcaux 2 et 3 comparent les résultats de la
M.F avec les solutions de la M.E.F. On peut remarquer
que les résultats obtenus par les deux méthodes sont
presque ¢gaux pour les modes les plus bas. Ceci peut
étre expliqué par le fait que ces modes sont simples et
peuvent &tre représentés par un €lément fini quadrati-
que. Par contre, les autres modes sont plus complexes
¢t ne peuvent pas étre représentés exactement par un
¢élément quadratique. Dans ce cas, I'utilisation d'un é1é-
ment de plus haute précision tel qu'un élément cubique
est nécessaire pour obtenir de bons résultats.

M.F M.E.F
NP=20 | NP=24 | NE=50
1 2.330 2.330 2.330
2 | 4331 4.329 4.370
3 5.503 5.503 5.520

Tableau 2 : Trois premiéres fréquences "paires"
obtenues par la MF ct la MEEF.

Les méthodes de frontitre similaires 2 la méthode pré-
sentée dans cet article mais qui utilisent des formes de
solutions en coordonnées cartésicnnes peuvent engendrer

>

des fréquences fictives & cause de la séparation des
modes. Ces fréquences peuvent &tre facilement reconnues
et éliminées en examinant les modes de déplacements cor-
respondants. La méthode de frontiére présentée dans cet
article ne produit pas de fréquences fictives puisque les
formes de solutions utilisées sont en coordonnées polaires
¢L ne permettent pas une séparation de modes.

4 CONCLUSION

La méthode de frontidre présentée dans cet article
donne d'excellents résultats pour les problémes de
déformation plane simplement raccordés et de formes et
conditions aux limites arbitraires. La programmation de
cette méthode est simple. L'utilisation du programme
est aussi simple & cause du nombre trés petit de don-
nées exigées. L'avantage principal de cette méthode
vis-2-vis de la méthode des éléments finis est sa réduc-
tion de la dimension du probléme cn exigeant seule-
ment une approximation sur la courbe qui définit la
frontitre. La réduction de la dimenssion du probléme
conduit automatiquement a une économic importante du
temps de calcul. Cette méthode représente une excellen-
te alternative aux méthodes des éléments finis et de
frontiére conventionnelle &
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